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Abstract 
In this paper, we propose a quadrotor UAV (Quad-copter) stabilization control method based on Simple 
Adaptive Control (SAC). In order to apply SAC, the plant needs to be Almost Strictly Positive Real (ASPR). 
However, the transfer function of Quad-copter is not ASPR. Normally, the control plant ASPR is realized by 
introducing an auxiliary subsystem called a Parallel Feedforward Compensator (PFC). We were able to 
convert the transfer function of Quad-copter to ASPR using PFC. Therefore, we were able to apply SAC to 
the plant. The insufficient performance of the linear feedback control (using Linear Quadratic Regulator) for 
Quad-copter are verified through simulation. The efficiency and high performance of the proposed controller 
are verified through simulation. 
. 
1. はじめに 
 近年，ローターを複数持つヘリコプター，一般的
にドローンと呼ばれる飛行体に関する研究および
応用が盛んである(1)．この系は非線形性が強く，そ
の制御系を構築することは非常に困難である． 
本論文ではローターを４つ持つヘリコプター(以
下クアッドコプター)の動力学モデルを導出後，ま
ず一般的な制御法である最適レギュレータ(以下
LQR(2))による姿勢安定化制御系を構築し，その安定
性を考察している．しかしながら、制御対象に非線
形性があった場合にはLQRでは安定ではあるが過渡
特性が不十分となることを数値シミュレーション
によって示した．安定性を保ちつつ過渡特性も設定
するためには２自由度系であると設計しやすい。そ
こで２自由度系の一つである単純適応制御(3)(4)(以
下 SAC)による制御系設計を行った．しかしながら，
SACの適用において制御対象が概強正実(以下ASPR)
である必要があるが，導出した動力学モデルはその
条件を満たしていない．そこで並列フィードフォワ
ード補償器(5)(以下PFC)を用いて制御対象をASPR化
後，SAC を適用した．これにより安定性を保ちつつ
過渡特性も改善したことを数値シミュレーション
によって示す．  
2. クアッドコプター 
 複数ローターを持つヘリコプターはマルチコプ
ターと呼ばれ，そのローター数によって呼称が変化
する．４つのローターを持つクアッドコプターの外
観は図 1 のような形態が一般的である．ここで𝑓௜は
各ローターにより発生する推力，𝑀௜は各ローターを
駆動するモータが発生するモーメントトルク，その
反作用トルクを𝜏ெ೔とする．クアッドコプターの並
進力𝑢は各ローターの推力𝑓௜の総和であり，推力𝑓௜は
ローターの角速度𝜔௜に比例している．図 1のように
ローターは正ピッチと逆ピッチの２対を対角に用
いており，全ローターの反トルクの総和による影響
を相殺されるよう工夫されている． 
 
図 1 クアッドコプターのモデル 
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3. 動力学モデル(2) 
 制御対象となる動力学モデルと線形化手法につ
いて述べる．動力学モデル導出にはオイラー・ラン
グランジュ方程式を用いる．一般化座標として以下
の𝒒を定義する． 
𝒒 ൌ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜓, 𝜃, 𝜙ሻ ∈ ℝ଺. 
ここで𝝃 ൌ ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ∈ ℝଷはクアッドコプターの重心
位置座標であり，𝜼 ൌ ሺ𝜓, 𝜃, 𝜙ሻ ∈ ℝଷはオイラー角で
ある．𝛹は𝑧軸周りのヨー角であり，𝜃は𝑦軸周りのピ
ッチ角，𝜙は𝑥軸周りのロール角である． 
 ラグランジアンを次のように定義する． 
ℒሺ𝒒, 𝒒ሶ ሻ ൌ 𝑇௧௔௥௡௦ ൅ 𝑇௥௢௧ െ 𝑈 
ここで並進運動エネルギー𝑇௧௥௔௡௦は 
𝑇௧௔௥௡௦ ൌ 𝑚2 𝝃ሶ
்𝝃ሶ 
回転エネルギー𝑇௥௢௧は 
𝑇௥௢௧ ൌ 12 𝝎
்𝑰𝝎 
ポテンシャルエネルギー𝑈は 
𝑈 ൌ 𝑚𝑔𝑧 
ここで𝑧はクアッドコプターの高度，𝑚はクアッド
コプターの質量，𝝎は角速度，𝑰は慣性モーメント行
列．𝑔は重力加速度である．ここで𝜔は本体座標にお
ける角速度であるため絶対座標における角速度𝜼ሶは
次式となる． 
𝜼ሶ ൌ 𝑊ఔି ଵ𝝎 
ここで𝑊௩は次式である． 
𝑊ఔ ൌ ൥
െ sin 𝜃 0 1
cos 𝜃 sin 𝜓 cos 𝜓 0
cos 𝜃 cos 𝜓 െ sin 𝜓 0
൩ 
ここで以下の行列関数𝐽ሺ𝜼ሻを導入すると 
𝐽 ൌ 𝐽ሺ𝜂ሻ ൌ 𝑊ఔ் 𝑰𝑊ఔ 
回転運動エネルギー𝑇௥௢௧は次のように表される． 
𝑇௥௢௧ ൌ 12 𝜼ሶ
்𝐽𝜼ሶ  
ここで行列関数 𝐽 ൌ 𝐽ሺ𝜼ሻ は、一般化された座標𝜼に
関して表されたクアッドコプターの全回転運動エ
ネルギーに対する慣性行列として作用する。 
 クアッドコプターの全動力学モデルはオイラー・
ラグランジュ方程式より一般化力𝑭𝝃, 𝝉を用いて以
下のように表される． 
𝑑
𝑑𝑡
𝜕ℒ
𝜕𝒒ሶ െ
𝜕ℒ
∂𝒒 ൌ ቂ
𝑭𝝃𝝉 ቃ ሺ1ሻ 
ここで一般化力𝑭క ൌ 𝑅𝑭෡ ∈ ℝଷは回転翼によって発
生する並進力であり，𝝉 ∈ ℝ𝟑 はヨー，ピッチ，ロー
に関するモーメント力，𝑅 ൌ 𝑅ሺ𝜓, 𝜃, 𝜙ሻ ∈ 𝑆𝑂ሺ3ሻは絶
対座標系からクアッドコプター座標への回転変換
行列である．図 1より𝑭෡は次式になる． 
𝑭෡ ൌ ൥
0
0
𝑢
൩ 
ここで𝑢はクアッドコプターの上方向への推進力で
ある． 
𝑢 ൌ ෍ 𝑓௜
ସ
௜ୀଵ
  
ここで各ローターによって発生する推力𝑓௜は図 1 に
おけるモーメントトルク𝑀௜によって生成する推力
である．  
 モーメント力𝝉は次式となる．ここでℓはモータと
クアッドコプターの重心間の距離である． 
𝝉 ൌ ൥
𝜏ట𝜏ఏ𝜏థ
൩ ≜
⎣
⎢⎢
⎢
⎡ ෍ 𝜏ெ
ସ
௜ୀଵ
ሺ𝑓ଶ െ 𝑓ସሻℓ
ሺ𝑓ଷ െ 𝑓ଵሻℓ⎦
⎥⎥
⎥
⎤
 
式(1)を解くことによって次式を得る． 
𝑚𝝃ሷ ൅ ൭
0
0
𝑚𝑔
൱ ൌ 𝑭క ൌ 𝑅𝑭෡ ሺ2ሻ 
𝐽𝜼ሷ ൅ 𝐶ሺ𝜼, 𝜼ሶ ሻ𝜼ሶ ൌ 𝝉 ሺ3ሻ 
ここでCሺ𝜼, 𝜼ሶ ሻはコリオリ力である． 
最終的に式(2)，(3)より以下の式が得られる． 
𝑚𝑥ሷ ൌ െ𝑢 sin 𝜃    ሺ4ሻ 
𝑚𝑦ሷ ൌ 𝑢 cos 𝜃 sin 𝜙 ሺ5ሻ 
     𝑚𝑧ሷ ൌ 𝑢 cos 𝜃 cos 𝜙 െ 𝑚𝑔 ሺ6ሻ 
𝜓ሷ ൌ ?̃?ట        ሺ7ሻ 
𝜃ሷ ൌ ?̃?ఏ        ሺ8ሻ 
𝜙ሷ ൌ ?̃?థ        ሺ9ሻ 
ここで𝑥と𝑦は水平面座標であり，𝑧は垂直方向位置 
である．?̃?ట，?̃?ఏ，?̃?థは次式によって一般化されたヨ
ーイングモーメント，ピッチングモーメント，ロー
リングモーメントである． 
𝝉෤ ൌ ቎
?̃?ట
?̃?ఏ?̃?థ
቏ ൌ 𝐽ିଵሺ𝝉 െ 𝐶ሺ𝜼, 𝜼ሶ ሻ𝜼ሶ ሻ 
4. LQR による制御系設計 
 クアッドコプターの基本動作および操作として，
最初に推力𝑢によって高度である𝑧に関して PD 制御
によって目標高度𝑧ௗへ収束させ，一定高度にホバリ
ングさせながらヨー角度𝜓も同様に PD 制御によっ
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て目標ヨー角度𝜓ௗへ収束させる．その後，水平面方
向の移動操作を行うことになる．基本的にはピンチ
ング角度𝜃を操作変動させると𝑥方向に，ローリング
角度𝜙を操作変動させると𝑦方向に移動させること
が可能である．最後に水平面方向𝑥，𝑦，およびそれ
に関連するピンチング角度𝜃，ローリング角度𝜙を
制御システムで安定化する．本論文では𝑦と𝜙に関
するシステム(以下ሺ𝑦, 𝜙ሻシステム)に対する制御に
関して議論し，この節では LQR による制御設計を紹
介する． 
 まず高度𝑧に関しては式(6)が制御対象となる．入
力𝑢を次式とする． 
𝑢 ൌ ሺ𝑟ଵ ൅ 𝑚𝑔ሻ 1cos 𝜃 cos 𝜙 ሺ10ሻ 
ここで𝑟ଵは目標高度𝑧ௗ，および各ゲインを𝑎௭భ，𝑎௭మと
した PD 制御則とする(式(11))． 
𝑟ଵ ≜ െ𝑎௭భ𝑧ሶ െ 𝑎௭మሺ𝑧 െ 𝑧ௗሻ ሺ11ሻ 
式(10)および式(11)を式(6)に代入すると次式とな
り，目標高度𝑧ௗへ収束することが可能となる． 
𝑧ሷ ൌ 1𝑚 ൛െ𝑎௭భ𝑧ሶ െ 𝑎௭మሺ𝑧 െ 𝑧ௗሻൟ ሺ12ሻ 
ヨー角度𝜓に関しても式(7)が制御対象となり，入
力?̃?టに関して各ゲインを𝑎టభ，𝑎టమとした PD 制御則
とする式(13)を用いることで目標ヨー角度𝜓ௗへ収
束させることができる(式(14))． 
?̃?ట ൌ െ𝑎టଵ𝜓ሶ െ 𝑎టమሺ𝜓 െ 𝜓ௗሻ ሺ13ሻ  
𝜓ሷ ൌ െ𝑎టభ𝜓ሶ െ 𝑎టమሺ𝜓 െ 𝜓ௗሻ ሺ14ሻ 
 次に𝑥，𝑦に関して，式(10)により𝑢が決定してい
るので式(5)，(6)は以下のようになる． 
𝑚𝑥ሷ ൌ െሺ𝑟ଵ ൅ 𝑚𝑔ሻ tan 𝜃cos 𝜙 ሺ14ሻ 
𝑚𝑦ሷ ൌ ሺ𝑟ଵ ൅ 𝑚𝑔ሻ 𝑡𝑎𝑛 𝜙  ሺ15ሻ 
ここで𝑟ଵは式(11)によるが，𝑧が𝑧ௗに収束したとすれ
ば𝑟ଵ ൌ 0となる．また𝜙が小さければcos 𝜙 ൌ 1，
tan 𝜙 ≅ 𝜙であるので，式(14)，(15)はそれぞれ式
(16)，(17)となる． 
𝑥ሷ ൌ െ𝑔 tan 𝜃 ሺ16ሻ 
𝑦ሷ ൌ 𝑔𝜙     ሺ17ሻ 
これらを制御対象とした場合，式(16)と式(8)，およ
び式(17)と式(9)に分離しており，また𝜃が小さい場
合，式(16)，(17)は係数の符号以外は同じ構造をし
ている．以下，本論文ではሺ𝑦, 𝜙ሻシステムについて議
論し，ሺ𝑥, 𝜃ሻシステムについて同様の設計が可能で
あるとする．  
 あらためて， ሺ𝑦, 𝜙ሻシステムを状態変数𝒙ഥ ൌ
ሾ𝑦 𝑦ሶ 𝜙 𝜙ሶ ሿ்とし，拡大系として書き直すと 
𝒙ഥሶ ൌ 𝐴𝒙ഥ ൅ 𝐵𝑢ത ሺ18ሻ 
ここで 
A ൌ ൦
0 1 0 0
0 0 𝑔 0
0 0 0 1
0 0 0 0
൪ ,   𝐵 ൌ ൦
0
0
0
1
൪ , 𝑢ത ൌ ?̃?థ ሺ19ሻ 
である．これは可制御系である． 
 式(18)のシステムを漸近安定にする制御器とし
て，一般的な線形 2 次レギュレータ(以下 LQR)によ
る状態フィードバック制御器を設計する．LQR は式
(20)の重み付け行列を導入して，状態変数と入力の
評価関数を最小にする制御器(式(21))のゲイン𝐾を
求める方法である．ゲイン𝐾は式(22)を満たす解𝑃
によって式(23)として唯一に定まる． 
𝑄 ൌ ൦
1 0 0 0
0 10 0 0
0 0 10 0
0 0 0 1
൪ , 𝑅 ൌ ሾ1ሿ ሺ20ሻ 
𝑢ത ൌ െ𝐾?̅? ሺ21ሻ 
𝑃𝐴 ൅ 𝐴்𝑃 െ 𝑃𝐵𝑅ିଵ𝑃 ൅ 𝑄 ൌ 0 ሺ22ሻ 
𝐾 ൌ 𝑅ିଵ𝐵்𝑃 ሺ23ሻ 
式(19)，(20)，(22)，(23)より𝐾は以下のように導
出できる．ここで式(19)内の𝑔は9.81ሾm/sଶሿとした． 
𝐾 ൌ ሾ1.00 3.81 22.2 6.74ሿ ሺ24ሻ 
制御入力が式(21)および(24)としたሺ𝑦, 𝜙ሻシステム
(式(18))におけるシミュレーション結果を示す(図
2)．また，線形近似化した式(17)ではなく式(15)お
よび式(11)の動特性を含めた非線形な制御対象と
した場合の結果を示す(図 3)．式(11)における各ゲ
イン𝑎௭௜は 
𝑎௭భ ൌ 0.25, 𝑎௭మ ൌ 0.05 ሺ25ሻ 
𝑧ሺ0ሻ ൌ 0ሾmሿ，𝑧ௗ ൌ 10ሾ𝑚ሿ，𝑚 ൌ 0.5ሾkgሿとした．この
非線形モデルは次節でも使用する．どちらの初期値
も𝒙ഥሺ0ሻ ൌ ሾ7 0 0 0ሿ்とする(yሺ0ሻ ൌ 7ሾmሿ)． 
ここで制御対象が非線形とは，式(15)における
𝑟ଵの動特性，つまり PD 制御を含んだ𝑧の時間応答
を制御対象に含むことでもある．PD 制御を含んだ𝑧
の時間応答を図 4に示す． 
図3から非線形性が含まれた実際の物理現象に近
い制御対象に対してLQRでは漸近安定性は保たれて
はいるが，整定時間も含め応答曲線において制御対
象が線形時に設計した応答(図 2)と著しく変化し，
設定が困難であることがわかる． 
61
 -4- 
 
図 2 LQR による安定化（制御対象：線形） 
 
 
図 3 LQR による安定化（制御対象：非線形） 
 
 
図 4 𝑧に対する PD 制御の時間応答(𝑧ௗ ൌ 10ሾmሿ) 
 
5. SAC の適用 
SAC とはモデル追従型適応制御の一つである．
図 5に基本システムの概要を示す．図中の𝐺ሺ𝑠ሻは
制御対象，𝐺௠ሺ𝑠ሻは規範モデル，𝑘௫ೠ，𝑘௫೘，𝑘௘は
適応ゲインベクトルである． 
 
図 5 SAC の基本システム 
 
制御対象への入力𝑢ሺ𝑡ሻは次の式に従う． 
𝑢ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑘௘ሺ𝑡ሻ𝑒ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑘௫೘ሺ𝑡ሻ𝑥௠ሺ𝑡ሻ ൅ 𝑘୳ౣሺ𝑡ሻ𝑢௠ሺ𝑡ሻ ሺ26ሻ 
また式(26)内の各適応ゲインベクトルは次の式に
よって更新される(基本調整則)． 
൦
𝑘ሶ ௘
𝑘ሶ ௫೘
𝑘ሶ ௨೘
൪ ൌ െ ൥
𝛾ூଵ 0 00 𝛾ூଶ 00 0 𝛾ூଷ
൩ ቎
𝑒ሺ𝑡ሻ
𝑥௠ሺ𝑡ሻ
𝑢௠ሺ𝑡ሻ
቏ 𝑒ሺ𝑡ሻ ሺ27ሻ 
式(27)内の𝑥௠は規範モデル(本論文では１次系のモ
デルを用いているため𝑥௠はスカラ)の状態変数，偏
差𝑒は式(28)である． 
𝑒ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑦ሺ𝑡ሻ െ 𝑦௠ሺ𝑡ሻ ሺ28ሻ 
SAC を適用する場合，制御対象𝐺ሺ𝑠ሻが ASPR である必
要がある．ここで伝達関数が ASPR であるための十
分条件は以下である． 
1. 相対次数𝛾が0または1 
2. 最高位係数が正 
3. 最小位相系である．すなわち，ゼロ点がすべて
虚軸を含まない左半面に存在する 
非ASPRな制御対象をASPR化する一つの方法が並
列フィードフォワード補償器(以下 PFC(5))である．
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図 6 に示すように，伝達関数𝐺ሺ𝑠ሻに新しい補償要素
𝐺௙ሺ𝑠ሻを並列に負荷した下式の拡大系𝐺௔ሺ𝑠ሻを考える． 
𝐺௔ሺ𝑠ሻ ൌ 𝐺ሺ𝑠ሻ ൅ 𝐺௙ሺ𝑠ሻ 
PFC は拡大系𝐺௔ሺ𝑠ሻが ASPR となるように構成され
なければならない． 
 
図 6 PFC による ASPR 化後の制御対象 
ところで本論文の制御対象は式(18)，(19)より図
7のシステムとなっている．相対次数γ ൌ 4であり非
ASPR である． 
 
 
図 7 線形化された制御対象の状態ブロック線図 
 
そこで図 6 に示した PFC を導入することで ASPR 化
することを考えた(図 8)．図 8 における𝐺௙ଵሺ𝑠ሻおよ
び𝐺௙ଶሺ𝑠ሻは式(29)である． 
 
 
図 8 PFC による ASPR 化した制御対象 
 
𝐺௙భሺ𝑠ሻ ൌ
0.2
𝑠 ൅ 0.2 ,   𝐺௙మ ൌ
𝑠 ൅ 2
𝑠 ൅ 0.1 ሺ29ሻ 
式(29)による PFC により制御対象の ASPR 化によっ
て拡大系𝐺௔ሺ𝑠ሻは式(30)となる． 
𝑔ሺ0.2𝑠ହ ൅ 1.4𝑠ସ ൅ 2.4𝑠ଷ ൅ 1.42𝑠ଶ ൅ 0.3𝑠 ൅ 0.02ሻ
𝑠଺ ൅ 0.3𝑠ହ ൅ 0.02𝑠ସ ሺ30ሻ 
𝑔 ൌ 9.81とした時，𝐺௔ሺ𝑠ሻの零点𝑧௜および極𝑝௜は以下
のようになった．すべての零点𝑧௜は虚軸上を含まな
い左半面に存在する． 
𝑧ଵ ൌ െ4.79, 𝑧ଶ ൌ െ1.28, 𝑧ଷ ൌ െ0.587, 
𝑧ସ ൌ െ0.209, 𝑧ହ ൌ െ0.133 
𝑝ଵ,ଶ,ଷ,ସ ൌ 0, 𝑝ହ ൌ െ0.20, 𝑝଺ ൌ െ0.10 
また𝐺௔ሺ𝑠ሻの相対次数γはγ ൌ 1であり，最高位係数も
正となり ASPR 化することができた． 
 SAC はモデル規範型適応制御であるので規範モデ
ルによって応答波形を設計することができる．ここ
では前節の LQR との比較も考慮し，線形な制御対象
に LQR による制御器を適用したときの時間応答(図
2)を参考に，整定時間の近い，式(31)で表される１
次系モデルを採用した． 
𝐺௠ሺ𝑠ሻ ൌ 0.4𝑠 ൅ 0.4 ሺ31ሻ 
規範モデル(式(31))からの出力の時間応答を図 9
に示す． 
 
図 9 規範モデル𝐺௠ሺ𝑠ሻの時間応答(𝑦ሺ0ሻ ൌ 7ሾmሿ) 
 
適応ゲイン更新則である式(27)におけるγଵ,ଶ,ଷは以
下のように設定した． 
γଵ ൌ 100, γଶ ൌ 20, γଷ ൌ 20 
図 10 に制御対象が線形であるとして SAC を適用し
た場合の各状態変数の時間応答，図 11 に制御対象
が非線形であるとして SAC を適用した場合の各状
態変数の時間応答を示す．それぞれ用いている制
御対象モデルは，線形モデルは図 2,非線形モデル
は 3と同様である．また適応ゲインベクトルの同
定経過を図 12,13 に示す．本論文では任意の初期
値からの安定化制御問題（レギュレータ問題）を
扱っているため，規範モデルに対する入力𝑢௠がゼ
ロであるため𝑘௨೘はどちらの場合もゼロである． 
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図 10 SAC による安定化（制御対象：線形） 
 
図 11 SAC による安定化（制御対象：非線形） 
 
 
図 12 図 10 における適応ゲインの同定経過 
 
 
図 13 図 11 における適応ゲインの同定経過 
 
6. 考察 
線形制御設計法であるLQRでは漸近安定にはでき
ても整定時間等を設定することが困難であること
がわかる(図 3)．SAC による安定化制御に関して制
御対象が非線形であっても規範モデルに追従して
いることがわかる(図 11)．SAC も含め適応制御系は
２自由度系と呼ばれ，応答性と安定性の両方を同時
に設計できる利点があり，特に SAC は設計が容易で
ある．しかしながら SAC の場合，適用できる制御対
象の条件(ASPR)が厳しく，条件を満たすための PFC
など解決策もあるが一般化されているとは言えな
い．本論文では ASPR を満たす PFC の式(29)を見つ
けることができたため適用できた． 
本論文では制御入力として𝑢と𝝉෤を自由に制御で
きるとしている．この入力𝑢と𝝉෤は各ローターの推力
𝑓௜に依存する．実際にはモータによって駆動される
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各ローターの回転数とそこを流れる流体（例えば空
気）の粘性係数により𝑓௜が変動する．つまり粘性係
数の変化があった場合，𝑢と𝝉෤が変動することになり
制御対象モデルの変動となる．このような実装時に
想定される制御対象モデルの変動に関するSACを適
用した場合の議論は本論文における制御対象モデ
ルの非線形性を含んだシミュレーションによる考
察に含まれると考えられる．  
 
7. おわりに 
本論文では非線形なクアッドコプターに対して
あまり先行研究のない適応制御系の一つである SAC
を適用し，その有用性を確認した． 
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